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Les problemes ouverts qui figurent dans cet article se situent dans le cadre des travaux entrepis 
depuis une dizaine d’annees en collaboration avec Y. Felix et S. Halperin. 11s concernent le type 
d’homotopie et l’homologie des espaces de lacets a coefficients dans un corps [F, = Q ou IF,, 
p premier. Nos mtthodes sont plus proches de celles utilisees dans I’etude des H-espaces finis et en 
algibre locale, que des mtthodes traditionelles des “homotopistes stables”. 
1. Classes sphkriques dans l’homologie d’un groupe topologique 
1.1. Soit G un groupe topologie 0-connexe. Par exemple, G N QX. 
L’homomorphisme de Hurewicz h : n*(G) -+ H,(G) est un homomorphisme 
d’algebre de Lie [112, 10.6.31. 
On appelle classe sphirique tout element de l’image de h. 
La naturalite du coproduit entraine que toute classe sphtrique est un element 
primitif, [112, 3.7.71. SH,(G) = h(rr,(G))cPH*(G). 
Si l’on suppose que H,(G) est de type fini, d’apres le theorbme Cartan et Serre [88]: 
h: z*(G)OQ 2 PH,(G; Q), i.e. I’homomorphisme de Hurewicz induit un homomor- 
phisme d’alglbres de Lie injectif, rr* (G)/torsion -+ H, (C)/torsion, et le sous-groupe 
SH,(G)/torsion est de rang maximum. 
1.2. Le probleme nature1 qui se pose alors est: 
Prohkme 1. [loll Soit G un groupe topologique 0-connexe tel que dimHi < co, 
i > 0. Etant don& xEPHk(G)/torsion, k > 0, dherminer le plus petit entier N = N(k) 
tel que N.x~SH,JG)/torsion? 
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Dans le m&me article, Smith enonce: 
Problkme 2. Soit G un groupe topologique s-connexe tel que H,(G) soit de typejini. 
Quel est le plus grand entier n(s, k) qui divise tous les elements de SHk(G)/torsion duns 
SHk(G)/torsion? 
(Etant donnt deux sous-modules P c N dun module M, on dit qu’un entier r divise 
un element x de P dans N, s’il existe YEN tel que x = ry.) 
Probkme 3. (Conjecture [loll) Soit G un groupe topologique 0-connexe tel que H,(G) 
soit suns torsion et de rang jini. Si XESH~~_ l(G)/torsion, k > 0, et si p un nombre 
premier tel que: 
(9 P < k 
(ii) k nest pas divisible par une puissance de p, 
alors p divise x duns H,(G). 
1.3. Un H-espace X est R-sphbriquement engendre si l’image du R-homomorphisme 
de Hurewicz hR : z,(X)@R + H,(X; R) engendre l’algebre de Pontrjagin H,(X; R) 
Lorsque H,(X; R) n’a pas de R-torsion alors X est R-spheriquement engendre si et 
seulement si X est R-equivalent (cf. 6.2) a un produit de spheres et d’espaces de lacets 
[9, 99) de spheres Dans ce cas, le H-espace X est dit R-decomposable. 
Si X est un espace 1-connexe, on alors les implications suivantes: 
(52X est un H-espace R-decomposable) * (QX est H-espace R-spheriquement en- 
gendrt) = (H,(52X; R) est primitivement engendree). 
Les H-espaces R-decomposables sont suffisamment nombreux. En effet, d’apres le 
resultat de MacGibbon et Wilkerson [85], si dimrc*(X)@Q < co alors il existe un 
suite finie de nombres premiers pl, pz, . . . ,pk tels que RX soit R-decomposable 
lorsque p1,p2, . . . ,pk sont inversibles dans R. 
11 est nature1 de poser: 
Probltime 4. Sous les hypotheses du thborbme de MacGibbon et Wilkerson, determiner, 
a I’aide d’invariants lies a X, les suites pl, p2, , pk “minimales”. 
D’autre part, puisque les espaces X tels que RX soit un H-espace decomposable, 
verifient la conjecture de Moore (12.2), et plus generalement, afin de tester un grand 
nombre des problemes poses ici ou ailleurs, il y a le plus grand inter&t B resoudre: 
ProbEme 5. Elargir la classe des exemples d’espaces X tel que SZX soit un H-espace 
decomposable pour un certain anneau R. 
Signalons que Anick [3], a fourni des exemples de tel anneaux repondant, en 
particulier, affirmativement a la question de MacGibbon et Wilkerson [85]: 
Soit X est un C W-complexe r-connexe de dimension n, si p 2 nJr alors toutes les 
n-&me puissances sont nulles duns H*(SZX; F,). 
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Ce dernier resultat (redemontre dans [39, Theorem 2.91) est relic a celui obtenu par 
Lannes et Schwartz [78, Proposition 061: 
L’operation de l’algebre de Steenrod &r sur H *(fix; F,) possede des orbites jinies. 
2. Dkomposition de Bore1 
2.1. Enonce du theoreme [88]. Soit H une algebre de Hopf commutative sur le corps 
parfait F, de caracteristique p 2 0 alors H est isomorphe en tant qu’algebre au produit 
tensoriel OiAi ou chaque Ai est une algebre de Hopf commutative monogene. 
2.2. La decomposition de Bore1 de l’algebre de cohomologie d’un H-espace n’est pas 
unique. 
Probkme 6. [76] Soit X un H-espace connexe tel que l’algebre de cohomologie 
H* = H*(X; IF,,) soit jiniment engendrte. Existe-t-i1 une decomposition de Bore1 de la 





Signalons que meme si X est un CW-complexe fini la question est ouverte (cf. [76, 
P. 211). 
Le theoreme de decomposition de Bore1 a ete ttendu au cas des algebres de Hopf 
commutatives sur un anneau (cf. [15] et [76, 2.31). 
3. Espace de lacets fini 
3.1. Nous dirons qu’un espace topologique X estjini (resp. de typejini) s’il existe un 
CW-complexe, K, fini (resp. de type fini) et s’il existe une application f : K + X qui 
induit un isomorphisme rc(f) : rc(K) -+ Z(X). Hilton a construit des exemples 
pathologiques de H-espaces finis qui ne sont pas des espaces de lacets finis. Si G et un 
groupe topologique fini alors QB, est un espace de lacets fini. 
3.2. 11 resulte de 2.1 que la cohomologie rationnelle dun espace de lacets fini, X, est 
une algebre exterieure engendree par x1, x2, . . . ,x, de degrt impair. Si nous sup- 
posonsque Ix11 I JxZI I ... I Ix,1 = 2m - 1, alors un thtoreme dQ a Clark [14], 
entraine que la cohomologie rationnelle de X possede au moins un gentrateur en tous 
les degres 2k + 1 satifaisant 0 < k < m et k premier avec m. Ce resultat montre qu’il 
existe une certaine analogie entre la cohomologie rationnelle des groupes de Lie 
compacts et celle des espaces de lacets finis. 
Probkme 7. (Conjecture [76]) Tout espace de lacets fini est du type d’homotopie 
rationnelle d’un groupe de Lie compact. 
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Signalons que le type d’homotopie rationnelle dun H-espace est completement 
dtternime par sa cohomologie rationnelle [61] et done simplement par les degres des 
gtntrateurs de sa cohomologie. Ceci n’est pas vrai pour le “(p)-type d’homotopie”, 
p > 2, (6.2), comme on le vtrifie pour K (Z, 3). 
Problhme 8. (Conjecture [76]) Si X est un espace de lacetsjni, il existe un groupe de 
Lie compact G tel que H*(X; F,) z H*(G; IF,) en tant qu’algebres de Hopf et que 
ddmodule pour tout nombre premier p. 
3.4. L’un des outils essentiels dans la theorie cohomologique des groupes de Lie 
compact est l’existence de tores maximaux. Cette notion de tore maximal a ite 
ttendue aux espaces de lacets fini [96]. L’existence de tores maximaux n’est pas 
assuree dans cette generalisation [76, p. 671. L’autre outil essentiel est la notion 
d’espace classifiant, Bc, d’un groupe de Lie. Stassheff a etendue cette notion pour un 
H-espace quelconque. 
Probkme 9. (Conjecture [76]) L’espace classifiant Bx, dun espace de lacets fini 
possede le m&me type d’homotopie que respace classijiant d’un groupe de Lie G si et 
seulement si X a un tore maximal. 
Pour d’autres probleme se reporter a l’excellent ouvrage de Kane [76], ainsi qu’a 
[102], oti Smith a reuni une trentaine de problemes concernant les espaces classifiants 
de groupes de Lie compacts et les espaces de lacet finis. 
4. Moditles de Sullivan 
4.1. Le thtoreme de Cartan et Serre associe au thtoreme de Bore], entraine que 
l’algebre de Lie d’homotopie rationnelle, L(X, Q) = x*(0X) @ Q, munie du crochet de 
Samelson est isomorphe a l’algebre de Lie PH,(QX; Q). 
4.2. Le premier pas dans la theorie de Sullivan [58, 1041 est la construction 
d’un foncteur contravariant X -+ A(X) qui associe a tour espace topologique une 
Q-algtbre de cochaines commutative munie dune differentielle d: A’(X) + A’+‘(X) 
(d@rentielle d’algebre de cochaines) et dont l’homologie est naturellement iso- 
morphe a la cohomologie a coefficients rationnels de l’espace X. Cette construction 
ttend aux espaces topologiques l’algebre des formes differentielles dune variete 
differentiable. Puis, on associe a toute algtbre differentielle graduee commutative 
son modele minimal. Une version relative de cette theorie est completement d&rite 
dans [SS]. 
Voir [49] pour une synthese des proprittts de l’algebre de Lie d’homotopie 
rationnelle, ses applications et quelques problemes. 
La question gentrique ici est la suivante: 
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Quelles restrictions la gkombtrie d’un espace impose-t-elle SW la structure de son 
algkbre de Lie d’homotopie, e.g. si X est une variktb compacte 1-connexe orientable, 
l’alghbre de Lie Lx est-elle Jiniment engendrke? (cf. aussi Probltme 62 et [92]). 
Problkme 10. Etablir une thborie de Sullivan adapt&e 21 la catbgorie des G-posets (cf. 
[94, 95,971). 
Probkme 11. (Conjecture de Halperin) Soit une jibration de Hurewicz, 
F L E s S”‘+‘, n > 0, air F est espace simplement connexe telle que 
dim H*(F; Q) < CC et dim IT* (F) @ Q < 00. Si la caractbristique d’Euler-Poincart de 
F est non nulle, (x(F) # 0), alors la suite spectrale de Serre en cohomologie de lajbration 
F h E s S”‘+l, n > 0, d&g&&e au terme E2. 
Cette conjecture a ttt dCmontrCe dans un certain nombre de cas particuliers, citons 
[Sl, 84, 86, 100, 1051. Un compagnon de cette conjecture est: 
Probkme 12. (Conjecture [lOS].) Soit unefibration de Hurewica, F L E 5 B, n > 0, 
oti F est espace simplement connexe. Si l’on suppose que H*(j; Q) admet une section qui 
soit un homomorphisme d’algkbres alors le noyau de rc*(j): Z*(F) -+ n,(E) est un Z- 
module de torsion. 
Bien que cette conjecture soit d’un &non& extr&mement simple, aucun progris n’a 
ttk rkalisit dans sa risolution. Un autre compagnon de la conjecture knoncte dans le 
problkme 11 est introduit ci-dessous. 
4.6. La proprittk de relirvement des homotopies d’une fibration de Hurewicz, 
F $ E s B dlfinit une opkration homotopique naturelle [47,48, 1121: QB x F + F. 
Cette operation induit une structure de H,(SLB, Q)-module sur H,(F; Q). 
Probkme 13. Soit unefibration de Hurewicz, F L E 2-r B oti F et B sont des espaces 
simplement connexes. Si l’on suppose que dim H*(B, Q), dim H*(E, Q) < CC et que 
x(E) # 0, x(B) = 0 alors H,(F; Q) (qui est nkessairement de dimension injnie!) contient 
un sous-module de codimension 2x(E). 
Signalons que la structure de module sur H,(F; Q), dkfinie ci-dessus, a ttk 
compl&tement dkcrites en termes de modkles de Sullivan dans [47] et cellulairement 
dans [48]. Ces deux articles ont permis de dkmontrer des rksultats concernant 
l’attachement cellulaire [Sl, 531. 
Probkme 14. Dbcrire et exploiter la situation duale cons&&e par la co-opkration de la 
suspension de la cofibre sur la cobase. 
4.7. En fait, on peut dtfinir une notion de mod;le minimal d’un espace non simple- 
ment connexe [58]. Dans un tel modile, (A V, 6) + (A(X), d) la diffkrentielle 
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6 = 61 + 62 + . . . possede une partie lintaire 6r : V + Vet bZ induit une differentielle 
Sz sur H*( V, 6,). En dualisant, on definit une algebre de Lie grad&e II,(X; Q), 
eventuellement nulle, qui n’est pas necessairement isomorphe a L,(X; CD). 
Probkme 15. [27] Soit G un groupe discret. 
(1) Relier l’invariant d’homotopie rationnelle Il*(K(G, 1); Q) aux invariants de la 
thborie des groupes. 
(2) Que signijie I7 2 z(K(G, 1); Q) = O? 
(3) Interpreter: H+(K(G’, 1) = 0 pour tout sous-groupe G’ de G. 
(4) Que peut-on dbduire lorsque K(G, 1) supporte une structure de varietb compacte 
sans bord dont la courbure sectionnelle est strictement negative? 
4.8. Suivent quelques problemes non risolus d’une prectdente listes etablie en 1979, 
lors du premier colloque d’homotopie rationnelle a Louvain la Neuve. 
Problkme 16. [27] Soit K un sous-groupeferme du groupe de Lie compact connexe G. 
s’il existe une jibration non triviale rt : G/K + X 00 X est un C W-complex I-connexe 
alors il existe des groupes de Lie K’ c G’ tel que G/K-G’/K’. 
Ce probleme a ete resolu dans des cas particuliers par Schultz, et par Becker et 
Gottlieb. 
Problkme 17. [27] Soit une jibration de Hurewicz, F 4 E 5 B, ou F et B sont des 
espaces simplement connexes. Si l’on suppose qu’il existe une B-application entre les 
cojibres, B: E/F -+ (F x B)IF qui soit un homtomorphisme (resp. une equivalence 
d’homotopie) on dit que lafibration est quasi-triviale (resp. homotopiquement quasitrivale). 
(1) Montrer que si n > 0 est impair alors la$bration S” L S2” % S” est quasi-trivale. 
(2) Etudier les proprietes homotopiques des Jibrations homotopiquement quasi-triv- 
iales. 
(3) Dualiser le probleme aux cojibrations. 
ProbEme 18. [27] Soit H une Q-algebre grad&e commutative de typefini 1-connexe. 
Construire un espace 1-connexe sans torsion X tel que H*(X; 6J) = H et calculer 
explicitement H*(X, Z). Classijer et denombrer de tels espaces. 
Probkme 18’. Soit H une Z-alghbre grad&e commutative de typejini 1-connexe. On 
dejinit a partir de H une nouvelle algtbre H’ telle que H g H’ en tant que Z-module 
grad& et a.b = (“:“)(ab), aE HP, b E Hq. Montrer qu’il existe un espace X tel que H’ soit 
isomorphe en tant qu’alglbre a H*(X, Z). 
Pour de nombreux problemes de nature plus geometrique nous renvoyons a la 
section de problemes de [44]. 
4.9. Les espaces formels au sens de Sullivan. Un espace est formel au sens de Sullivan 
s’il existe une algebre differentielle gradute commutative, (A, D) et deux homomor- 
Homologie de I’espace des lacets, problimes et questions 361 
phismes d’alggbres A(X) + (A, d) + (H(X; Q), 0) induisant des isomorphismes en 
homologie. 
Dans ce cas, il existe [61], un mod&le minimal de Sullivan de (H*(X; Q), 0) de la 
forme (AZ, d) bigradut; i.e. Z = @Z;, dZ;c( AZ)“,? :. Citons en particulier, la 
conjecture des .zi, rksolue par DuPont [19]: 
Notons &i = dimZi. 
Si &i = 0 POW un i > 2 alors &i = 0 pour tOUt i 2 2. 
Mentionnons deux questions encore ouvertes sur les Ei: 
Probkme 19. (1) Pour un i > 1 jixi, existe-t-i1 un plus grand entier Ni tel que si ei I Ni 
alors Ei = 0 pour tout i 2 2? Ni I (cat (AZ, d))3? 
(2) Montrer que pour tout i > 1, il existe mi 2 0 tel que ei - ei-1 + ... + ~0 2 
cat (AZ//\ Z s m,, d)? 
5. Modkles tensoriels 
5.1. Soit R un anneau principal et intkgre et (A, dA) une R-algZbre de chaines (resp. 
de cohaines) diffkrentielles. On dit que (A, dA), admet un modkle tensoriel s’il 
existe un homomorphisme d’alglbres diff&entielles gradutes p : (T(V), d) + (A, dA) 
induisant un isomomorphisme en homologie et od V est un R-module libre 
[S, 10, 11, 36, 691. 
En appliquant le rtsultat prtcident, d’une part B 1’alg;bre C,(QX; R) d’autre 
part i C*(X; R) on obtient un modile tensoriel de l’espace des lacets de X 
cp :(T( W), d) --t C,(QX; R) (resp. de l’espace X) p : (T( V), d) + C*(X; R) lorsque 
X est un espace simplement connexe. 
Nous appelerons dans la suite le modele 40 :(T(W), d ) -+ C,(QX; R) un AH-meddle 
(sur R) de X. Le premier exemple d’un tel mod&le a ktk construit par Adams et Hilton, 
pour un CW-complexe 1-connexe X. Le mod&le p : (T(V), d) + C*(X; R) sera simple- 
ment appeli: dans la suite le T-modkle (sur R) de X. 
Supposons que X soit simplement connexe et de type fini et que H, (QX; R) n’a pas 
de torsion alors [36], 
(a) Si H*(X; R) n’a pas de R-torsion alors R@s-‘H*(W”,d”) z H*(X; R), en 
tant qu’algibres grad&es, 
(b) R @sH,(V”), d” ) 2 H,(QX; R), en tant qu’algebres gradutes. 
Probkme 20. Transposer le maximum des rksultats obtenus sur le modkle de Sullivan au 
T-modkle sur IF,. 
Problhme 21. (H. Baues) Dhjinir une construction plus (au sens de [94]) duns la 
catbgorie des Z-algbbres d@&entielles grad&es. Calculer le T-modtle de X+. In- 
terprbter les invariants ainsi construits. 
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5.2. Version relative des modeles tensoriels. A tome fibration F -+ E -+ B est associe 
un diagramme commutatif: 
C*(B; R) 
C*(j) 





(T(Vi W), D) p 
$1 
---(T@), 6) 
(i) i dtsigne l’inclusion naturelle et p la projection de noyau de sous-module 
a grauche engendre par T + (V), 
(ii) a et cp sont des homomorphismes d’algebres gradutes qui induisent des isomor- 
phisme en homologie. 
(iii) (T(G), 6) -k (C*(F; R), dr) est homomorphisme lineaire qui induit un 
isomorphisme a priori lineaire en homologie. 
Problkme 22. Existp-t-i1 une construction du type precedent telle que: 
(a) (T(k), 6) 4 (C*(F; R), dr) induit un isomorphisme d’alghhres en homologie? 
(b) (T(k), 6) --% (C*(F; R), dr) est un homomorphisme linbaire qui induit un 
isomorphisme de H,(QB; R) g H,(R @sV, dI)-modules en homologie, dans le cas ou 
H,(QB; R) est suns R-torsion? 
On pourra consulter [20] et [64]. 
ProbEme 23. Completer les travaux de [64] en dualisant le Prohleme 22. 
6. Localisation et types d’espaces 
6.1. Par definition, deux R-algebres differentielles graduees (A, dA) et (B, dB) ont le 
m&me (T, R)-type, on note (A, dA) - (T, Rj (B, d,), s’il existe une suite d’homomor- 
phismes d’algebres differentielles graduees (A, dA) + (A,, dA,) c (AZ, dA2) + ... t 
(B, d,), chaque homomorphisme induisant un isomorphisme en homologie. 
Deux espaces X et Y ont le meme R-type de quusi-isomorphismes, X - R Y s’il existe 
une suite d’applications continues X -+ X1 +- X2 + ... +- X, + Y chacune de ces 
applications induisant un isomorphisme en cohomologie a coefficients dans R. 
6.2. Soit p = 0 ou un nombre premier. La p-localisation d’un CW-complexe X est une 
application X -+ XcpJ induisant les isomorphismes: 
(a) H*(X,,,; Z) E H*(X; Z)@Z(,,, 
(b) G(X& = ~LJX)O&,> 
oti ZCp) = {m/n1 m, nEN, (m, n) = 1, n # 0, p ne divise pas n) designe les entiers p- 
localisbs. 
Deux espaces 1-connexes. X et Y, sont (p) - equivalents, X =(r) Y si X (pJ = Y,,, . 
En complement du Probleme 15, posons: 
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ProbEme 24. Si (AV, d) est le modele de K(G, l), calculer le ,foncteur de rtalisation 
geometrique [ 1031, X --t 1 (A V, d) (q uz nest pas un foncteur de localisation si G n’est pas 
abelien.) 
11 serait agreable mais actuellement sans espoir de resoudre: 
ProbEme 25. Etant don& un Z (r,-type de quasi-isomorphismes, dbmonbrer, classtjier 
les (p)-types d’homotopies qui le partitionnent. 
La resolution de ce probleme passe par: 
Problkme 26. Considerer sur C*( --; R) une structure plus riche que la seule structure 
d’algebre et construire un modele calculable dans cette structure. Resoudre le prohltme 
precedent dans ce cadre. 
Par exemple considerer les structures de Vi produits, les operades, la structure de 
&p-module, . . 
6.3. Les espaces (T; R)-formels. La notion d’espace formel au sens de Sullivan, s’etend 
naturellement en posant: 
Un espace X est (T, R)-formel si l’algebre de cohomologie de X a coefficients dans R, 
consider&e comme algebre differentielle a differentielle nulle, posstde le m&me T-type 
que le T-modele de X. 
Une thtorie de la deformation, dans le cas ou R = K est un corps, a ete developpee 
dans [2 l] et [ 133. Dans le cas d’un anneau quelconque consulter [62] et pour l’etude 
de differents degres de formalite [lS]. 
ProbEme 27. Les exemples classiques d’espaces (T; K)-formels sont-ils (71, R) formels, 
pour certains anneaux R? 
6.4. Les espaces (T - R)-formels sont des exemples de (A-K R)-espace. 
Un espace X est un (A-c R)-espace s’il existe une algebre differentielle grad&e 
commutative dans le (F, R)-type de X. 
Soit R un anneau principal integre et (A, dA) une algebre differentielle gradute 
commutative 1-connexe dont la cohomologie satisfait: dim H’(A, dA) (x, i)2, 
H’(A, dA) = R, H’(A, dA) = 0, Hz A, dA) est R-libre. Alors il existe un homomor- 
phisme d’algebres graduees [59], p : A V + A ok 
(i) AV d’ ‘g 1’ 1 ‘b esr ne a ge re graduee commutative libre engendree par le R-module 
libre grad& de type fini V = @i > z K, 
(ii) A V est muni d’une differentielle de cochaines, 6 = 6r + d2 + ... telle que: 
(a) ~06 = dA, 
(b) p* = H(p): H*(AV, 6) + H*(A, d) est un isomorphime (d’algebres graduees), 
(c) Si(v)c/v3 
(d) pour chaque degre n. il existe un entier r, non inversible dans R tel que 
ii,( Vi)criV’+‘. 
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Si X est espace (A-T; R)-espace alors C*(X; R) - (T, RI (T(W), d) - (r, RJ (AK 6) 
pour un certain (A V, 6) qui est alors appele un modele b la Sullivan de X. 
Les CW-complexes 1-connexes finis tels que tous les nombres premiers inferieurs 
h dim X son inversibles dans R, [2] et [59], admettent un modele B la Sullivan et done 
sont des (A-T, R)-espaces. 
ProbKme 28. Comme dans le cas rationnel, le modble d la Sullivan permet le dejinir une 
algebre de Lie, L(X; R). Interpreter cette algbbre de Lie. Comparer L(X; R) et L(X; Q). 
Quelles sont les proprietes de l’algebre de Lie d’homotopie rationnelle L(X; Q) qui se 
transposent i L(X; R). 
7. CatCgorie de Lusternick-Scbnirelmann 
7.1. Si f :X + Y est une application continue, on dit que la LS-categoric de f est 
infirieure ou Cgale a n, cat f I n s’il exite n + 1 ouverts, UO, Ur, . . . , U,, de X tels que: 
(i) UI=, Ui = X, 
(ii) Pour chaque i, la restriction de f a Ui est homotopiquement triviale. 
Par definition, cat X = cat idx. Par exemples, cat f= 0 si et seulement si f est 
homotopiquement triviale et cat S” = 1. 
On etablit facilement que pour tout anneau de coefficient, R, alors 
n(X; R) I cat X < dim X lorsque. 
n(X; R) = inf {n tel que la (n + 1)-i&me puissance 
de l’ideal H + (X, Z) soit nul} 
designe l’indice de nilpotence de l’algebre H*(X, Z). 
7.2. En general cet encadrement n’est pas satisfaisant, aussi introduit-on d’autres 
invariants numeriques pour approximer cat X. Citons [lOS], cat Xcp) I cat X, les 
invariants de Toomer [29, 1081, e(X; R), 1(X; R) I cat X, l’invariant de Lemaire et 
Sigrist [SO], cat Xc,, I f(X). 
ProbEme 29. [29] Mujorer cat Xc,, uniquement ti l’aide de e(X; Q) et de 1(X; a). 
ProbEme 30. (Conjecture [80]) cat Xc,, =f(X). 
Le Probleme 30 est resolu lorsque cat Xc,, = 2 [SO]. Consulter les rtsultats r&cents 
de Cornea [16]. 
7.3. La categoric rationnelle dun espace, cat XcO,, est un invariant particulierement 
intbressant car, 
(1) il est facilement calculable a partir du modtle de Sullivan [24], 
(2) il verifie le “mapping theorem” [24]: Si f :X -+ Y induit une application injec- 
tive rc,(f)@Q:7t*(X)@Q-+ n,(Y)@Q, alors catX, I Y,. 
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Nous renvoyons a l’excellente synthese rtdigee par Felix [23], pour plus de details 
stir la categoric rationnelle. 
Signalons par exemple que le probleme suivant a ete resolu par la conjugaison des 
travaux de Jessup et Hess [63,74,75] dans le cas p = 0. Ces problemes sont resolubles 
dans le cadre des (A-T)-espaces en generalisant les methodes de l’homotopie 
rationnelle. 
ProbEme 31. (Conjecture de Ganea) cat (X,,, + SF,,) = cat(Xt,,) + 1 pour tout en- 
tier p 2 0. 
Problkme 32. Pour quels entiers p 2 0, cat (XcP, x qP,) = cat(X,,,) + cat( Y,,,)? 
Un autre probleme non resolu concernant la categoric rationnelle est: 
Probkme 33. (Conjecture de IOmnibus [28]) Soit F L E % B une jibration de 
Hurewicz telle que: 
(i) B et F sont simplement connexes et de type$ni, 
. . 
(11) cat F,,, < co, 
(iii) Le rang de l’application lineaire H*(rt; Q) est jini, alors cat EC,,, < co 
7.4. En mimant la definition de la categoric rationnelle en termes du modele de 
Sullivan, on obtient pour K un corps de caracttristique quelconque, une suite 
d’invariants du K-type de quasi-isomorphismes d’un espace X [60,90]. 
Si A est une IK-algebre differentielle on dtfinit 
(*) IM cat (A), rM cat(A) I biM cat (A) I A cat (A), 
de plus si A represente le K-type de quasi-isomorphismes de X alors A cat (A) I cat X. 
Problkme 34. Etendre les dejinitions des invariants precedents lorsque R = Z(r) ovec 
p # 0. A-t-on darts ce cas biM cat(A) = A cat(A)? Lorsque A represente le Z,,,-type de 
quasi-isomorphismes de X a-t-on A cat (A) I cat Xc,,? 
Utiliser les rtsultats de [69, 701. 
Ndombol, [90], a Ctabli que pour une Dd-algebre differenticelle quelquonque 
biM cat (A) = Acat (A) 
et Idrissi [71], a demontre’ que les autres relations dans (*) peuvent etre strictes. 
Probkme 35. Les inegalitbs btablies par Idrissi sont-elles encore vraies si l’algbbre 
A represente le R-type de quasi-isomorphisme dun espace? 
Le n-idme groupe de Gottlieb d’un espace X est par definition le sous-groupe de n,(X) 
forme des classes represent&es par les applications continues CI: S” + X telles 
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que l’application canonique CI v id,: S” v X + X admette un prolongement 
i:S”xX-+ x. 
D’aprh [24], G,(X) est un groupe de torsion d partir d’un certain degrk. 
Problkme 36. Soit X est un espace I-connexe de type jini et si cat (X,,,) < co pour un 
premier p, le groupe G ,r(X)@Z(,, admet-il un exposant? 
Ce probEme est relii: d la conjecture de Moore (12.2). 
Probkme 37. Est-il possible d’etendre le “mapping theorem de [24]” en btablissant que 
si f: A + B est un homomorphisme d’algebres diflerentielles de chaines sur K satisfaisant 
H(f): H(A) + H(B) injectifalors biMcat B” (A) < biMCat B” (B) lorsque B” dbsigne 
le dual de la Bar construction? 
ProbEme 38. A partir de la dejinition algbbrique de la LS-categoric introduite par 
Doeraene [17], en particulier a l’aide du caractere homotopique de l’axiome du cube, 
gbneraliser les diferents thboremes concernant la LS-catbgorie [65]. 
7.5. La cattgorie rationnelle, ainsi que les invariants introduits ci-dessus s’ttendent au 
cas d’une application [71]. 
ProbEme 39. Considerer les Problbmes 34, 34 et 36 dans le cas dune application. 
ProbKme 40. Soit G un groupe topologique alors la catbgorie de l’application 
f : B + Bo s’interprete comme le nombre minimum d’ouverts trivialisant pour tout 
G-jib& class@ par f: Etudier ce cas particulier et en dbduire des resultats de nature 
geometrique. 
Citons ici le problkme suivant, lit au ProbEme 37. 
Probkme 41. Quelles sont les obstructions pour que le dual de la Bar construction sur 
une algebre de Hopf soit une algbbre diferentielle grad&e commutative? 
8. Shies de Poincark et Croissance 
Probkme 42. (Conjecture [32]) Si X est un espace 1-connexe de LS-catbgoriejnie 
alors l’espace vectoriel H,(C?X; E,) possbde une croissance polynBmiale ou bien une 
croissance exponentielle. 
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Ce probleme a ete rbolu pour p = 0 [24]. Le rtsultat [28] est connu sous le nom de 
theoreme de dichotomie. 11 exprime qu’un espace de type fini I-connexe de cattgorie 
finie est soit Q-elliptique (i.e. dim z,(X)@ Q < co) soit Q-hyperbolique (i.e. 
n,(S2X) @ Q est une algebre de Lie resoluble). 
Pour p quelconque, il est ttabli dans [40] une forme plus faible: 
Si X est un espace 1-connexe de LS-catigorie jinie alors H,(SZX; [F,) posstde une 
croissance polymomiale ou bien une croissance sous-exponentielle. 
ProbEme 43. (Conjecture [32]) Si X est un espace 1-connexe de LS-catbgoriejnie 
alors l’espace vectoriel H,(S2X; IF,) possede une croissance polynbmiale ou bien l’algdbre 
H,(52X; [F,) contient une sous-algtbre tensorielle a deux generateurs. 
Le Probleme 43 a Cte rtsolu pour les espaces de LS-cattgorie inferieure ou &gale 
a deux et pour tout p, dans [32], cf. aussi 12.3. 
Remarquons que pour p = 0, d’apres le thtoreme de Cartan et-Serre, le Probleme 
43 est resolu si l’on sait rtsoudre: 
Problitme 43’. (Conjecture de Avramov et Felix.) Si X est un espace 1-connexe de 
LS-catbgorie rationnelle jinie et si l’espace vectoriel H,(!ZX; [F,) ne posdde pas une 
croissance polynomiale alors rc*(f2X) @Q contient une algebre de Lie libre a deux 
gbnerateurs. 
Ce probleme a tte abordt dans [30]. 
Rappelons, que le radical dune algebre de Lie est la somme de ses idtaux rtsolubles. 
Le probleme suivant ttend le theortme de structure des groupes de Lie compacts 
connexes aux espaces hyperboliques de cattgorie finie. 
Problkme 44. Soit X un espace Ckhyperbolique de cattgorie jinie, construire une 
fibration F -+ X + B telle que F soit un Q-elliptique et B un espace Q-hyperbolique 
semi-simple (i.e. le radical de n,(S2X) @ Q est nul.) 
Un autre probleme qui se pose naturellement dans ce contexte est: 
Problkme 45. Quelles sont les skies formelles qui apparaissent comme series de Hilbert 
de H,(f2X; IF,) lorsque H,(SZX; F,,) est a croissance polyndmiale? 
Ce probleme est completement rtsolu dans le cas rationnel et lorsque X est de 
categoric finie [56]. 
Signalons enfin les resultats concernant la serie de Poincare de l’espace des lacets 
libres obtenus par Vigue [ 1111, et plus recemment par Lambrechts [77], qui posent 
encore de nombreuses questions. 
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9. Algkbre bomologique dans les algkbres de Hopf 
9.1. Les invariants classiques de l’algebre locale se transposent dans le cadre grad&. 
Si M est un module grad& sur une K-algebre de chaines) connexe, A = K @ A, on 
d&nit le grade de M en posant grade (M) = inf{ml Extl(M, A) # 0} Dans le cas 
particulier du A-module trivial M = A/A = K, on definit la profondeur de A en 
posant: depth(A) = grade(K) = inf{ml Extz(K, A) # 0) La dimension homologique de 
M est dtfinie en posant hdim(M) = sup{m 1 Exty(M, W) # 0} et la dimension globule 
de A par gldim(A) = hdim( W) = sup{m 1 ExtT( K, W) # 0). 
Clairement, grade M 5 hdim M. 
Dans le cas ou les coefficients forment seulement un anneau principal integre, on 
introduit les notions “grade projectif” et de “hdim projective” [41]. 
ProbEme 46. (Conjecture [38]) Soit A une K-algebre de chaines connexe de typejinie. 
Si gldim A = m < co et si A possede une croissance polynbmiale alors 
dim Ext4,(H, W) I (t), 0 I 4 I m. En particulier, A est engendrbe par au plus 
m generateurs. 
Problkme 47. (Thtoreme de Bjork gradut) Soit A est une K-algebre de Hopfconnexe, 
cocommutative de type jini. Si M est un A-module jiniment engendre a-t-on 
grade M I depth A? 
Ce probleme a et& resolu lorsque A est une algebre de Hopf a croissance poly- 
nomiale [35]. 
9.2. Les rtsultats suivants illustrent l’interet de ces invariants algtbriques en 
topologie. 
(1) Si F + E s B est une fibration de Hurewicz alors [41], H,(F, K) est un 
H,(QB, K)-module (4.6) et grade H,(F, W) I cat n I hdim H,(F, W). De plus, 
gradeH,(F, W) = cat n = grade H,(F, W) = hdimH,(F, W). 
(2) Dans le cas absolu, on obtient pour tout espace X, depthH,(QX, W) I 
cat X I gldim H,(QX, W). De plus, depth H,(QX, IK) = Acat X = depth H,(QX, W) = 
gldim H, (QX, W). 
(3) 11 resulte de (1) et du theoreme de Bjork pour les algebres de Hopf a croissance 
polynomiale et de profondeur finie, la gtntralisation suivante du “Mapping theorem”. 
Si f : X + Y est une application continue telle que: 
(a) H,(Qf; W) soit injective, 
(b) H,(QY, W) est a croissance polynomiale, 
(c) cat Yc co, 
alors depth H,(QX; W) I cat Y. 
En particulier, lorsque depth H,(QX; IK) = gldim H,(QX; W) alors Acat X I cat Y. 
ProbEme 47’. Le resultat precedent persiste-t-i1 suns l’hypothese (b)? 
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9.3. Si X est un espace 1 -connexe et cp :S” + i + X une application continue (n 2 2), on 
note Y = XuV e” l’espace obtenu en attachant a X la cellule de dimension II suivant 
cp. L’inclusion naturelle XC Y induit H,(QX, R) L H,(RY, R) qui factorise en 
H,(QX, R) s H,(QX, R)/Z G H,(QY, R) 
ou I designe l’idtal engendre par la classe spherique (1.2), definie par 
[q]~n,+i(S”+‘) g TT,,(QS”+~) et n designe la projection canonique. 
Lorsque g est surjectif (resp. injectif on dit que I’attachment est inerte (resp. bon). 
Le cas de l’attachment inerte a ete etudie pour R = Q dans [60]. Dans le cas ou 
R = [F, ou bien si QX est un H-espace R-decomposable dans [53]. Les bons attache- 
ments ainsi que les attachements “paresseux” (i.e. depth H,(QY, R) # 1) ont et& l’objet 
des travaux de [66] et [42]. 
Parmi les questions soulevees dans ce contexte signalons: 
Probkme 48. (J-M Lemaire) Existe-t-i1 des attachements paresseux non inertes? Tout 
C W-complexe admet-il une structure de C W-complexe oit les applications d’attachement 
sont soit inertes soit bonnes? 
10. Algkbres de Hopf elliptiques 
10.1. Si A est une K-algebre de Hopf cocommutative de type fini et de profondeur 
finie alors les proprietts suivantes sont equivalences: 
(i) A est de croissance polynomiale, 
(ii) A est est une algebre noethtrienne a gauche (et done a droite), 
(iii) A est une algebre finement engendree et une algebre de Hopf nilpotente au sens 
de C891, 
(iv) Une K-algebre de Hopf cocommutative de type fini et de profondeur finie 
verifiant l’une des proprietes (i), (ii) ou (iv) est appelee une algebre de Hopfelliptique 
[34]. Un espace 1-connexe X de type fini et de cattgorie finie tel que H,(QX; W) soit 
une algebre de Hopf K-elliptique est dit un espace H-elliptique. 
Parmi les espaces K-elliptiques on compte les H-espaces finis et les espaces 
homogenes de groupes de Lie compacts. 11s jouissent de nombreuses proprittes 
interessantes, rtsumees en [33] et [40]. 
10.2. Dans le cas ou la caracteristique de K est nulle, une algebre de Hopf G est 
elliptique si et seulement elle coincide avec l’algebre enveloppante dune algebre de Lie 
de dimension finie, G E UL. Lorsque la caracteristique de K est non nulle, une algebre 
de Hopf G est elliptique si et seulement si il existe une extension centrale d’algebres de 
Hopf de la forme 
K+ K[x1,x2, . . . ,x,]+G-+F-+K 
ou F est de dimension finie. 
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Dans les deux cas la serie de Hilbert de G est de la forme 
G(t) = fj ’ 
fi (1 _ purl)) 
j=l (1 - PJ) i=l (1 - t”j) 
avec 2b, = lxjl et m est egal a la profondeur de G. 
Problkme 49. Si X est un espace elliptique alors le rayon de convergence Rx: K de la serie 
de Hilbert de H,(QX; W) est au moins a 1. Est-il vrai que si Rx; K = 1 et si cat X < cc 
alors X est K-elliptique? Minorer Rx,w lorsque X nest pas elliptique. 
Ce probleme a ete partiellement resolu dans [46] lorsque p = 0. 
Le probleme 43 ainsi que les definitions equivalentes d’ellipticitt am&rent naturelle- 
ment la question suivante. 
Problkme 50. Soit X un espace dont l’alghbre de Pontrjagin H,(QX; K) est de typejini 
et cohbrente (i.e. tout ideal est de presentationfinie). Si X est non elliptique alors il existe 
une jibration F + X -+ B ou B est un espace elliptique et F un wedge de spheres. 
Problkme 51. Reprendre l’etude des algebres de Hopf elliptiques lorsque l’on remplace le 
corps de base par un anneau principal et integre et (ou) sans l’hypothese de type jini. 
On pourra consulter [33]. Un probleme lit au precedent qui, compte tenu des 
resultats de [15] et [67], se pose naturellement: 
Probkme 52. Notons Q, le corps nombres p-adiques ( = le corps des fractions des 
nombres p-adiques, Z,). 
(1) Etudier la notion d’algebre de Hopf p-quasi-elliptique, i.e. une Zt,-algebre de Hopf, 
G, telle que G @ Q, soit Q-elliptique. Caracteriser les espaces p-quasi-elliptiques. 
(2) Caractbriser les espaces p-elliptiques dont la cohomologie entihe n’a pas de 
p-torsion. 
ProbEme 53. (Selick) Soit X un CW-complexe de dimension n, existe-t-i1 un CW- 
complexe Y elliptique tel que X soit le n-ibme squelette de Y? 
Probliime 54. Soit K ---f G’ + G + G” -+ K une suite exacte courte d’algebres de Hopf: 
Si G’ est elliptique existe-t-i1 un rang a partir duquel toutes les applications naturelles 
P,,G + Pz,G” soient injectives? (cJ [39, Corollary 2.23). 
Une man&e d’aborder le probleme est de noter que P est un foncteur covariant 
exact a gauche et en m&me temps que la categoric des algebres de Hopf cocom- 
mutatives est une categoric additive non abelienne et de resoudre (cf. [57]): 
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ProbEme 55. Dejinir et caracteriser les “bons injectifs” dans une categoric ad hoc 
contenant celle des K-algebres de Hopf cocommutatives. 
On remarquera a ce propos que l’existence des resolutions minimales dans la 
cattgorie des modules sur les algebres de Hopf de type fini cocommutatives entraine 
que tout G-module plat est libre. D’autre part qu’un H[x]-module M divisible est 
injectif. 
Le travail de Bogvard concernant la structure des agebres de Lie [12], am&e le 
probleme. 
Problkme 56. Si G est algebre de Hopf elliptique de globule dimension$nie alors G ne 
possede pas de diviseurs de zero. 
Remarquer que la condition, gldim G < co entraine que G @I l% ne contient pas de 
sous-algebre de dimension finie. (K designe la cloture algtbrique du corps W.) 
Lorsque G = UL et p # 2, cette derniere condition est equivalente a la condition 
XEUL@ll-$ x2 = 0 * x=0 
qui est aussi equivalente [S], a UL ne possede pas de diviseurs de zero. 
10.3. On dit qu’une [Id-algebre connexe A est de Gorenstein si dim Ext,([ld, A) = 1. Les 
algtbres de Hopf elliptiques sont des algebres de Gorenstein [34]. 
Probkme 57. Soit K -+ G’ -+ G -+ G” + K une suite exacte courte d’algebres de Hopf: 
Supposons que G est de Gorenstein, de globule dimension$nie et que la profondeur de G” 
est Jinie. A-t-on gldim G’ + depth G” I gldim G? 
Notons que si G” est une K-algebre de Gorenstein de dimension globale finie alors 
la profondeur de G” est Cgale a la globale dimension de G” et done dans ce cas le 
Probleme 57 est rbolu. 
On dit que (G, D) est une algbbre de Hopf diffirentielle lorsque la differentielle D est 
a la fois une derivation et un codtrivation. 
ProbEme 58. Soit G une K-algebre de Hopf elliptique globale jinie. Si (G, D) est une 
algebre de Hopf diferentielle son homologie H,(G, D) est-elle de dimension globale$nie? 
Comparer avec [37, Lemme 2.21. 
Soit G une algebre de Hopf connexe cocommutative. Notons G[n] la n-ieme 
sous-algebre de Hopf derivee de G [89]. 
Probkme 59. Si depth G < cc et si dim G [n]/G(n + l] < co pour tout n alors G est- 
elle elliptique? 
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Problkme 60. Si depth G < cc et si pour tout xEGpair l’blhment xP’EG[n,] alors 
G est-elle elliptique? 
Si G est de profondeur finie, la reunion de toutes les sous-algebres de Hopf normales 
et rtsolubles est une algebre de Hopf normale et resoluble, notee rad G [26]. Si G est 
elliptique alors rad G = G. 
ProbEme 61. (Conjecture) Soit X un espace l-connexe de typefini et de catbgorie$nie. 
L’opbration de l’algkbre de Steenrod &p sur H,(SZX; [F,) laisse stable le sous-espace 
rad(H,(QX; IF,). Plus ghzhalement, toute sous-algkbre de Hopf normale abblienne 
(resp. nilpotente, &soluble) de H,(S2X; F,) est-elle un dp-module nilpotent? 
Remarquer qu’en general rad(H,(SZX; F,) n’est pas une sous-algebre de Hopf 
nilpotent [26, Exemple 4.43. 
11. AlgGbre bomologique diffkrentielle dans les algitbres de Hopf 
11.1. Le foncteur “Ext” se generalise a la categoric des modules differentiels sur une 
algebre differentielle ([82, p. 2211 et [31, Appendice]). La formule de dualite [31], 
EXt&x;.,(K> C*(X; W) E Ext&,,,.,(H, &(52x; w)), 
montre l’interet de considerer de tels objets. 
Un espace simplement connexe tel que dim Ext Facx; &t& C*(X; W)) = 1, est appele 
un K-espace de Gorenstein [31]. 
Si H, (X; W) est de type of fini alors X est un K-espace de Gorenstein si et seulement 
si H*(X; W) satisfait la dualitt de Poincare. En particulier, si X est un CW-complexe 
fini K-elliptique alors H*(X; W) satisfait la dualite de Poincare. 
Probkme 62. Quelles restrictions la condition H*(X; F,) est A dualitb de Poincark, 
impose-t-elle iL n.+(sZX) @ Z,,,? 
Ce probleme est completement resolu dans le cas des espaces X est Q-elliptique 
[56], lorsque K = Q. 
Soit X un espace topologique point& La K-dimension formelle de X, notee fd(X; K), 
est definie par 
fd(X; W) = sup{ i EZ 1 [Ext F*:cx; .,(K C*(X; K))li # O}. 
Par exemple, fd(S”, W) = n et fd(B,(,,, K) = -2 pour tout corps K. Si X est un 
espace elliptique sa dimension formelle n qui coincide avec le degre de sa “top” 
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classe dans H*(X; F,), ne depend que de la serie de Poincare de l’espace des lacets de 
X. En effet, si on pose, f(t) = H,(QX; K)(t) (10.2) alors d’apres [114], on a: 
f’ -r n 
f - t _ 1 + j + a1(t - 1) + ..’ 
ou Y = depth H,(QX; W) = la croissance polynomiale de H,(QX; W). 
Probkme 63. (a) Interpreter a,, . . 
(b) A I’aide de dbivees d’ordre superieur, exprimer d’autres invariants numtriques de 
x (cf. [37, (3.4)]). 
(c) Dans le cas ou X est simplement suppose de Gorenstein que devient la formule de 
[114, Theorem B(3)]? 
(d) Si X est un CW-complexe 1-connexe, exprimer la dimension formelle de Y= 
XU,e, en fonction de la dimension formelle de X et de l’application d’attachement cp. 
Pour la derniere question on pourra consulter [52] et [53]. 
Probkme 64. (a) Gbnbraliser les concepts d’algtbre de Gorenstein et d’algebre elliptique 
aux modules differentiels. Appliquer a l’optration naturelle de l’homologie de l’espace des 
lacets de la base dune fibration sur l’homologie de la fibre. 
(b) Etudier les espaces de Gorenstein de catbgorie finie. 
11.2. Pour tout espace, X, 1-connexe point&, il existe une application naturelle, 
ev,: Extcecx, R)(R, R) + H*(X; R) 
appelee application d’tvaluation [31], qui admet, lorsque X est un CW-complexe fini, 
une interpretation geometrique [43]. 
Probkme 65. (Conjecture) Si X est un espace topologique 1-connexe de typejni tel que 
(a) L’algebre de Lie d’homotopie rationnelle de X est de dimension$nie, 
(b) ev, # 0 
alors gldim H,(QX; Q) < CO. 
Murillo a en fait demontrt [91], sous les meme hypotheses, que la profondeur de 
H,(QX; Q) est finie. 
Problkme 66. (L. Schwartz) Soit X un espace 1-connexe p-resoluble, au sens de Moore 
et Smith [89], existe-t-i1 un element de hauteur injinie dans H*(X; F,)? 
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12. Torsion dans I’homologie d’un H-espace 
12.1. La suite spectrale de Bockstein d’homologie, (resp. de cohomologie) (I?‘, d’) resp. 
(B,, d,) a permis l’etude de la torsion dans l’homologie (resp. la cohomologie) des 
H-espaces finis [113]. Si XcP) est un H-espace fini, homotopiquement associatif et 
homotopiquement commutatif alors H,(X; Z) n’a pas de p-torsion. Ensuite, Kane et 
Lin [76], on Ctablit que H,(OX; Z) n’a pas non plus de torsion. Ce dernier resultat se 
generalise au cas des espaces X elliptiques [37]. 
Si X est un espace p-elliptique alors il existe un entier r tel que pr annule la torsion de 
H*(X; Z,,,) 
12.2. De nombreuses questions ouvertes demeurent dans ce domaine. 
Problkme 67. Soit X est un espace p-elliptique. Majorer 21 l’aide d’invariants lib & la 
sbrie de Poincarb modulo p de SZX, le nombre de diflerentielles non nulles dans la suite 
spectrale de Bockstein de H,(QX; Fr). Plus gbneralement, ttudier les restrictions sur la 
diferentielle de la suite spectrale de Bockstein de H,(QX; lFr,) qu’impose l’hypothese 
X est un espace elliptique, resp. X est un espace de Gorenstein de categoric Jinie. 
Le resultat de [37], cite ci-dessus, peut aussi etre interpret& comme forme faible de 
la conjecture de Moore [98]. 
ProbEme 68. Si X est un espace Q-elliptique alors pour tout p il existe un entier r = rx 
tel que p’ annule toute la composante p-primaire de la torsion de n*(X). 
Cette conjecture est resolue pour tres peu d’espaces [98]. En particulier, puisqu’elle 
est vraie pour les spheres impaires et leurs espaces de lacets, elle est aussi vtrifiee pour 
les H-espaces Z(P,-decomposables, cf. [3] et [SS]. 
Le livre rtdige par Anick [4], ouvre une voie dans l’etude de cette conjecture et 
suscite aussi de nombreux problemes. 
Les exemples de CW-complexes dont l’homologie de l’espace des lacets admet de la 
p torsion pour tout premier p [3] et [7] indiquent qu’il est difficile de controler la 
partie de torsion de l’homologie de l’espace des lacets. Aussi est-il nature1 de poser: 
Problkme 69. (Conjecture) Si X est un espace elliptique dont la caractbristique d’Euler 
est non nulle alors pour tout p > 0, depth H,(SZX; ff& = dim Pi,,,i,H*(S2X; F,) et 
H*(X, Z) n’a pas de torsion. 
12.3. Cette conjecture est verifiee pour les espaces homogenes, G/H oti G et H sont 
deux groupes de Lie compacts de mCme rang. Ceci rtsulte en particulier de ce que les 
H-espaces dont l’homologie a coefficients dans un corps FP est concentree en degrt 
pair posdde une homologie entiere sans p-torsion. Notons aussi que le resultat 
obtenu par Felix et Halperin [25], s’etend facilement en: 
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Soit X un CW-complexe fini simplement connexe tel que x(X) # 0 et 
H,(QX; lFp) = H,,i,(S;ZX; Fp) alors 
(1) l’algebre de Hopf H,(QX; Z,,,) ne contient pas d’elements primitif centraux, 
(2) l’algebre de Pontrjagin H,(QX; Z,,,) contient une algebre tensorielle engendree 
par deux gtnerateurs comme sous-algebre. 
A partir de ce qui precede et du resulat de [39, Theorem 4.41, il est nature1 de 
conjecturer: 
Probkme 70. (Conjecture) Soit F 1-t E % B unejibration de Hurewicz oit F et B sont 
des espaces 1-connexe. Si F un CW-complexe jini tel que x(F) # 0 et 
H,(RF; %,) = H,,i,(QF; Fp) alors nous avons la suite exacte courte d’algibres de Hopf: 
Cette conjecture est verifiee si p = 0 [24], i cause du theoreme d’annulation des 
elements de Gottlieb rationnels. Nous pouvons considerer une conjecture (cf. 
Probleme 43) qui entraine la precedente: 
ProbEme 71. (Conjecture) Soit X un C W-complexe Jini simplement connexe tel que 
x(X) # 0 et H,(52X; Fp,) = H,,i,(sZX; ITp) alors 
(1) l’algkbre de Hopf H,(QX; Ep) ne contient pas d’blbments primitifcentraux, 
(2) l’algkbre de Pontrjagin H,(QX; Fp) contient une algbbre tensorielle enyendrte par 
deux &&rateurs comme sous algkbre. 
Remarquer que si l’algebre H,(QX; EpF,) est finiment engendree alors la condition 
“H,(52X; Ep) ne contient pas d’elements primitif centraux” est Cquivalente a la condi- 
tion “rad H,(RX; IF& = 0 [26, Exemple 4.41, i.e. X est un espace semisimple. 
Une consequence de la conjecture precedente est: 
ProbEme 72. (Conjecture) Soit X un C W-complexejni, 1-connexe tel que x(X) # 0. Si 
pour un p, H+(SZX; E& # 0 et si X est p-elliptique alors Himp,i,(S2X; IF& # 0. (Duns ce 
cas ntcessairement, x(X) > 0.) 
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